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Partitions

@ Q domaine de dimension 2 (ouvert a bord régulier ou variété compacte).

e Si D C Q, A1(D) premiére valeur propre du laplacien de Dirichlet —Ap.

Probléme de partition minimale : pour k entier fixé, on cherche Dy, ..., Dy
ouverts deux a deux disjoints qui minimisent

F(A(D1), ..., 1(Dx))
Choix possibles pour F :
K
o > i Mi(Di)
° fozl Xi(Dj)P avec 1 < p < o0

o maxlg,-gk )\1(D,)
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Existence et régularité

Existence : Bucur, Butazzo, Henrot, 1998, Conti, Terracini, Verzini, 2005
Régularité : Caffarelli, Lin, 2007, Helffer, Hoffmann-Ostenhof, Terracini 2009.
Théoréme (Helffer - Hoffmann-Ostenhof - Terracini, 2009)

Pour tout entier k > 1, il existe une k-partition minimale de Q. De plus, toutes
les partitions minimales sont réguliéres.

Régularité :
@ les domaines remplissent €2 ;
@ les frontiéres sont des courbes réguliéres sauf en un nombre fini de points;
o les frontiéres forment des angles égaux aux points multiples.

Pour le maximum, les partitions minimales sont équispectrales :

A(D1) = - = A (Dy).
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Définitions et notations

@ k-partition : famille de k domaines de Q2 deux & deux disjoints,
D = (Di)i<i<k-
@ énergie d'une k-partition :

/\k(D) = maXx )\1(D,)

1<i<k
@ énergie minimale d'une k-partition de Q :

£k(Q) = mI;n /\k(D)
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Partitions équispectrales

Proposition

Soit D = (D;)1<i<k une k-partition réguliére et équispectrale d'énergie A. Alors
/\k(Q) <A.

@ M\ (Q) k-iéme valeur propre du —Agq.

@ Reformulation d'un résultat de Courant : une fonction propre associée a
M() a au plus k domaines nodaux.

@ Si D est une k-partition formée de domaines nodaux d’une fonction propre de
—Aq (partition nodale) et si elle est associée a (), alors D est minimale.
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Démonstration

@ Pour 1 < < k, u; fonction propre de —Ap, associé a A\1(D;) = A.
@ Pour 1 <j < k—1, ¢ fonction propre de —Agq associée a \;(Q2).

Q@ Uy = ayUuy + -+ apug

On a e’

[ua |12 =ANAet <uoc7<)0j> = Zf'(zl ai<uia@j>'
On choisit a € R*\ {0} tel que (u,, ;) = 0.

Alors ) )
v \Y
)\k(Q) = inf ” U! < H Ua! = A.
ve{prpka}\(0} (U] [uall
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Partitions nodales

@ Partition nodale : partition formée des domaines nodaux d’une fonction
propre de —Aq.

@ Domaines voisins dans une partition réguliére : D; et D; avec i # j tels que
Int(D; U D;) est connexe.

@ Partition bipartie : on peut colorier les domaines avec deux couleurs
seulement de sorte que deux voisins aient des couleurs différents.

Théoréme (Helffer - Hoffmann-Ostenhof - Terracini, 2009)

Soit D une partition minimale de Q. Elle est nodale si et seulement si elle est
bipartie.

Théoréme (Helffer - Hoffmann-Ostenhof - Terracini, 2009)
Soit D une k-partition minimale de Q. Si elle est nodale, Ax(D) = A ().
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Plan

© Tores plats

Corentin Léna (Université Paris-Sud) Partitions minimales 13 octobre 2013 10 / 40



Tore plat

Tore plat : T(a, b) = (R/aZ) x (R/bZ), avec 0 < b < a.

Figure : Tore plat

Il s'identifie a ]0, a[x]0, b[ avec conditions au bord périodiques.
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Valeurs propres et fonctions propres

Valeurs propres de —A sur T(a, b) :

2 2
Am,n(a7 b) :4772 (m + n > .

b2
Indices Multiplicité  Ensemble nodal (exemple)
m=0,n=0.
m=n=0 1
m=1,n=0
m>0etn=0 2
m=0,n=1
m=0etn>0 2
m=1n=1
m>Q0etn>0 4
PO e
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Partition minimale d'un tore fin

Pour k > 1, Di(1, b) k-partition de T(1, b) avec :
p— | =11 x 10, b 1<i<k
i = k 5 K 5 pour 1 <1 S K.

Ona /\k(Dk(l, b)) = k271'2.
Définition
by = sup{b : Vt €]0, b[, Dk(1, t) est une partition minimale de T(1,t)} .

Théoreme (Helffer, Hoffmann-Ostenhof, 2012)
@ k pair: by = 2/k.
@ k impair : b, > 1/k.
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Démonstration |

On suppose k = 2/.
@ Dy(1, b) partition nodale asssociée a la valeur propre Ay o(1, b).
@ Dy(1, b) minimale si et seulement si A\;o(1, b) = A\(T(1, b)).
o Il y a k— 1 valeurs propres (avec multiplicités) inférieures a
)\5,0(1, b) = k27T2 .
0= Aoo(L,b) <A10(L,b) <+ < Ap—1,0(1,b).
@ Xo(1,b) = M(T(1, b)) si et seulement si A o(1,b) < Ao,1(1,b), c'est a dire

472

2 2
kﬂ'SbZ.
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Démonstration |l

Lemme
Si D C T(1,b) est homéomorphe a un disque, A;1(D) > Z—i. J

Preuve :

@ passage au revétement

New: R2  — T(1,b)
(x,¥) — (x modl,y mod b).

@ Dg une des composantes connexes de M_1(D).
e Dy réarrangement de Steiner par rapport a {y = 0}, contenu dans
Sy, =Rx]—b/2,b/2].
@ Conclusion :
2
b2
Consequence : si b < 1/k, une partition minimale de T(1, b) ne contient aucun
disque.

< Ai(Dg) < Ai(Do) = Mi(D).
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Démonstration 1]

@ Passage au revétement

Mn: T7(2,26) — T(1,b)
(x,y) ~= (x modly modb).
@ Une partition D de T(1, b) donne une partition M~1(D) de T(2,2b).
@ Domaines : composante connexe des images réciproques de domaines.

o Méme énergie.

Lemme

Si D est une k-partition réguliére de T(1, b) qui ne contient aucun disque,
M~1(D) est une 2k-partition de T(2,2b).

Conclusion : Soit b < 1/k et D une k- partition minimale de T(1, b). D ne
contient pas de disque, donc M~1(D) est une 2k-partition de T(2,25b). Cas pair :
b < % = ﬁ, donc /\k(D) = /\2k(I'I*1(D)) > Azk(DQk(2,2b)) = k2n2.
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Preuve du lemme

o Formule d'Euler :

iX(Di) = Y (V(ZX) - 1> .

i=1 x point multiple

Si D n’a pas de disque, D n'a pas de point multiple.

Les frontiéres sont homotopes, caractérisées par (p, q) premiers entre eux.

L'image réciproque d'une courbe frontiére est une courbe dans T(2,25b)
caractérisée par (2p,2p), qui a donc deux composantes connexes.

e M~Y(D) est donc une 2k-partition.
Si p et g sont tous deux impairs, on doit faire un relévement sur T(2,2b) pour

obtenir une 2k-partition. Si g est pair, un relévement sur T(2, b) suffit, si p est
pair sur T(1,2b).
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Plan

© Amélioration dans le cas impair
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Faber-Krahn dans une bande

Probléme de minimisation :

J(b7 A) = QCSL?\E’Z\SA >\1(Q)7

avec
Sy =Rx]—b/2,b/2].

@ J(b,A) est décroissante par rapport a b et A.

o J(bA)> T

e Homothétie (x,y) — £(x,y) donne J(b,A) = b=2J (1, 5 A) : on peut se
ramener a une bande de largeur 1.

@ Le disque d'aire A a pour rayon \/g. Si \/5 < ’E’, ce disque est contenu dans
Sp et alors J(b, A) = %2 (inégalité de Faber-Krahn).

o Il existe Q* quasi-ouvert tel que A\1(Q2*) = J(b, A), et |Q*| = A (résultat
d’existence de Bucur, 2000).
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Application

Pour affiner la démonstration, on cherche
bi =sup{b € (0,1] : J(b,b) > K*m°}.

On a J(b, b) > bz,donc bk > 1.

Lemme
1o px =
k k K2 _
Partitions minimales
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Démonstration |

Ona J(b,b)=b"2J(1,%). On pose

1

F(b):=J (1, : A(9Q).

= inf
QCS,|Q|<1/b

@ b F(b) est croissante.
@ Soit Q* minimiseur, |S; \ Q*| = oo, donc F(b) = \1(Q*) > =2
@ b— F(b) est continue sur ]0, +ool.

En effet, soient 0 < by < b < b’ < by et Q* pour F(b). Q' = gQ* C S,

Q] =1/b et \(Q) = Ly (Q). Ainsi

0< F(b')—F(b) < % F(b)

F(B)~ F(b) <

(b — b).

Donc b~ J(b, b) continue et J(1/k,1/k) > k?n2, donc bLK > 1/k.
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Démonstration |l

o Q:=]—1/2,1/2[x] — b/2,b/2[;
) QCSb;
o Q| =b;

A(Q) =72 (1+ /), fonction propre associée :

u(x,y) = cos (mwx) cos (%) ;

@ () n'est pas minimal car ’%] n'est pas constante sur 9Q N Sp,.

Ainsi J(b, b) < n2? (1 + %), donc J(b, b) < k®r? si b > \/ﬁ donc

1
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Antisymétrie

@ On définit une symétrie o : T(2,2b) — T(2,2b) par
o(x,y)=(x+1 mod?2,y).

@ u symétrique si uo o = u, antisymétrique si uo o = —u.

ST (resp. §7) sous-espace des fonctions symétriques (resp. antisymétriques).

@ Décomposition orthogonale :
[2(T(2,2b) =St S™.

o —A(uoo)=(—Au)oao, donc (Ac(T(2,2b))) = (A\[) U (A,), avec Af
spectre de (—A)|s+ et A, spectre de (—A)s-.

@ u antisymétrique : les domaines nodaux se groupent par couples (D", D)
avec u > 0sur DT, u<Osur D=, o(D*t) =D~ et (D*) =N(D").

Corentin Léna (Université Paris-Sud) Partitions minimales 13 octobre 2013 23 / 40



Partitions antisymétriques

D’aprés la méthode de Helffer - Hoffmann-Ostenhof - Terracini, 2009 (sur la
sphére).

Définition

La partition réguliére D = (D;)1<i<n de T(2,2b) est antisymétrique si
o(D;) = D; avec j # i pour tout 1 </ < N.

Dans ce cas, N = 2k et on peut regrouper les domaines en k couples (D;", D;")

Proposition

Soit D une 2k-partition réguliére, antisymétrique et équispectrale d'énergie A. On
a )\, <A

Preuve : Si u;" fonction propre de —Ap associée a A1(D;") = A, alors

u; := u; oo fonction propre de —A - associée a A. Alors u; = u;” — u; fonction
. L. Vu;? ' .
antisymétrique telle que H\qulll\! = A. On poursuit comme dans la preuve du

théoréme de Courant.
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Conclusion

Proposition

Si k est impair et b < b, alors D (1, b) est une partition minimale de T(1, b).

Démonstration :

@ D partition minimale de T(1, b) ne contient aucun disque.

e M~Y(D) est une 2k-partition de T(2,2b).

e NM~Y(D) est équispectrale d’énergie Ax(D) et antisymétrique, donc

Ay < A(D).
Les valeurs propres antisymétriques de T(2,2b) sont les Aopi1.4(2,2b). Notons
k =20+ 1.1l'y a k —1 valeurs propres inférieures a i o(2,2b) = k?m? (avec
multiplicités) :
)\1’0(2, 2b) < )\370(2, 2b) <0< )\2471’0(2, 2b)

Comme b < \/% on a Ako(2,2b) < A11(2,2b), donc A, = k372,
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Extensions : partitions antisymétriques

Proposition

Soit k impair. Si b < \/% et si D est une k-partition réguliére et équispectrale
telle que M~1(D) est une 2k-partition de T (2, b),

k212 < A (D).

Proposition

Soit D une 2k-partition de T(2, b) qui est
@ nodale et associée a une fonction propre antisymétrique ;
@ minimale parmi les partitions antisymétrique .

Alors D est associée a la valeur propre A, .

Corollaire

e . 2
Si k impair, by < —
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Extension : Faber-Krahn dans une bande

Réarrangement de Steiner : on peut supposer les minimiseurs symétriques par
rapport & {y = 0} et {x = 0}. On peut aussi supposer

*N{y>0tn{x>0} ={0<y <f(x)}

avec f :]0, +oo[— [0, b/2] décroissante.

Si on montre qu'un minimiseur qui n'a pas de contact avec le bord de Sp, est un
disque, on en déduit que si b < %, il y a contact.

Si Q* est convexe, on montre
Q" C]-1,1[x]—b/2,b/2]

donc
1

1

HE H H FK > 1
Ceci impliquerait b, " > Tt
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Plan

@ Etude numérique
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Méthode numérique (Bourdin, Bucur, Oudet, 2009)

Relaxation du probleme. On note T = T(a, b) et D une k-partition de T.

@ Dans I'expression de I'énergie, on remplace le max par une norme (P :

P

1 k
Ap(D) = (k Z)\I(D,-)”>
i=1

@ On remplace les k-partitions de T par des k-uplets de fonctions sur T,

Sk(T)={F =(h,...,f); fi: T — [0,1] mesurable,
K

Y filx)=1pp}.

i=1

@ On remplace \1(D;) par A\1(f;,) premiére valeur propre de I'opérateur
—A+L(1—f)sur T (avec e < 1).
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Mise en ceuvre

@ Probléme discretisé : les k-uplets de fonctions sont remplacés par une famille
de k vecteurs et le laplacien par son approximation par différences finies.

@ Algorithme de gradient projeté.

@ Projection centrée en 0 sur
Sk={(xa, -, xk); 0< x; et xg + -+ x =1},

et non projection orthogonale

@ Approche itérative : gradient projeté une premiére fois sur une grille grossiére,
on raffine en divisant le pas par deux, on interpole le résultat sur la nouvelle
grille, on lui applique le gradient projeté, etc.

@ Aprés optimisation, on construit les domaines de la partition, et on évalue son
énergie sans relaxation.
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Simulations numériques (avec V. Bonnaillie-No&l)

@ k-partitions minimales de T(1,b), pour b variable, avec k € {3, 4, 5}.
@ On a by =1/2. Test des conjectures

bs
bs

R

0.7071;
~ 0.4082.

S-Sl

@ On veut aussi étudier les partitions minimales au voisinage de ces valeurs de
transition conjecturées.

@ Les calculs suivants sont faits avec p =5, ¢ = 10~*. On part d'une grille
32 x 32 et on fait trois doublements.
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3-partitions

II IRIRCR

(a) b=070 (b)) b=071 (c) b=0.72 (d) b=0.73 ) b=0.76
(f)b=080 (g)b=084 (h)b=088 ()b=.92 (j)b=0.96

(k) b=1
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Pavages hexagonaux

&

Cs

Ch
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Figure : Majoration de £3(T (1, b)) en fonction de b.
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Partitions nodales de T(1,1/2) associée a \y = 1672

r=1,s=1/2.

Figure : Lignes nodales de u(x, y) = rcos(4nx) + s cos(4my) .
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4-partitions

IVl & &

(a) b=0.49 b=050 (c) b=051 (d)b=052 (e) b=053
(f) b=054 b=055 (h) b=0.60 ()b707 Q)

(k) b=0.9 () b=
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L,=16x
ol A, (Hex(b))
+ Numerical estimates 3
T T T T L L L L L L
05 0.55 06 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1

b

Figure : Majoration de £4(T (1, b)) en fonction de b.
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5-partitions

(a) b=040 (b) b=041 (c) b=042 (d) b=0.43 (e)

f)b—06 (8) b=07 )b=08  (i)b=09  (j)b=096

(k) b=0.97 () b=0.98 m)b_099 (n)
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A (Hex(b))
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b

Figure : Majoration de £5(T (1, b)) en fonction de b.
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5-partition candidate sur T(1,1)

Figure : A =99.05

On obtient, pour une partition de T(1,1) en cing carrés, |'énergie
/\;q = 1072 ~ 98.6960 .
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